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Wir geben notwendige und hinreichende Kriterien an fiir die Existenz 
von Gruppenamalgamen in den Klassen N,? der torsionsfreien nilpotenten 
Gruppen der Klasse hachstens c und wir beschreiben die Amalgamierungs- 
basen in diesen Klassen. Diese Ergebnisse iibertragen sich auf rationale 
nilpotente Lie-Algebren. AbschlieBend geben wir ein Kriterium an fiir die 
Existenz von Amalgamen endlich erzeugter nilpotenter Gruppen. 
Sind Gruppen A, B mit gemeinsamer Untergruppe D gegeben, so nennen 
wir eine Gruppe C Amalgam von A mit B iiber D, falls A,B< C und 
D < A n B in C, und wir nennen C scharfes Amalgam, falls D = A n B in C. 
Diese Bezeichnungen weichen von den iiblichen ab, insofern als gewijhnlich 
die Menge A v BPohne Gruppenstruktur-mit A n B = D als Amalgam 
angesprochen wird. Fiir torsionsfreie nilpotente Gruppen ist es zweckmHI3ig 
den Durchschnitt, den A und B in der gesuchten Obergruppe haben wer- 
den, nicht im voraus auf D festzulegen. Wir sagen das Amalgam existiere in 
einer Klasse, falls sich C in der Klasse finden 11l3t. 
In der Klasse aller Gruppen existieren scharfe Amalgame in der Form 
von freien Produkten mit amalgamierten Untergruppen nach 0. Schreier 
immer. Fiir speziellere Gruppenklassen ist dies im allgemeinen nicht der 
Fall, so dal3 es interessant ist, die Gruppen D, iiber denen Amalgame fiir 
alle A, B 2 D in der Klasse existieren, zu charakterisieren. Solche Gruppen 
heil3en Amalgamierungsbasen der Klasse. Entsprechend sind die scharfen 
Amalgamierungsbasen die Gruppen, iiber denen scharfe Amalgame fiir alle 
Obergruppen in der Klasse existieren. In der Klasse NT der torsionsfreien 
abelschen Gruppen beispielsweise sind alle Gruppen aus NC 
Amalgamierungsbasen und die dividierbaren abelschen Gruppen sind die 
scharfen Amalgamierungsbasen. Die Klassen NC und N: wurden in [9] 
und [lo] betrachtet. 
Eine Gruppe G heiI3t nilpotent der Klasse hiichstens c, falls es eine Zen- 
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tralreiheM=(G=ilrft~M2~~~~>,M,~nifrt1=<1)~gibt,d.h.~i~G 
und ~~/~i+ 1 6 Z( G/~i+ r ), l< i < C, wobei Z(H) das Zen&urn einer 
Gruppe H ist. Wir bezeichnen die absteigende Zentralreihe durch G = G, 2 
G,2 ‘.., wobei Gi+ 1 = [G,, G] von alien Kommutatoren der Form 
[g’, g] = g’-‘g-‘g’g mit g’ E Gi, g E G erzeugt wird, und die aufsteigende 
Zentralreihe durch ... 2Z2(G)~Z,(G)2Zo(G)= (l), wobei Zi+,(G) 
das Urbild von Z(G/ZJG)) in G ist. Bekanntlich sind die folgenden 
Aussagen Equivalent: G ist eine nilpotente Gruppe der Klasse hlichstens c; 
G r+l== (1); Z,(G)=G; Gi<Mi<ZZ,,,-i(G), 1 <i<e+l, fur eine Zen- 
tralreihe M wie obcn. Wir bezeichnen die Klasse dieser Gruppen durch N,, 
die Teilklasse der torsionsfreien Gruppen in N, durch N,f , die Klasse aller 
niipotenten Gruppen durch N und die Klasse der torsionsfreien ilpotenten 
Gruppen durch N + . 
Eines unserer Ergebnisse lautet dann: Sind D < A, B E N + gegeben, so 
existiert ein Amalgam von A mit B iiber D in N+ genau dann, wenn es 
Zentralreihen M von A und N von B gibt mit M n D = N n D. Hier ist 
M nD die von M auf D induzierte Zentralreihe, die aus den Schnitten der 
Terme in M mit D besteht. Dies ist das Analogon zu Higmans Kriterium 
fur die Existenz von Amalgamen in der Klasse der endlichen p-Gruppen 
[IS]. Dort ist lediglich “Zentralreihe” durch ~‘Hauptreihe” ersetzt. In einer 
endlichen ft-Gruppc ist eine Hauptreihe aber einerseits eine Zentralreihe, 
und andererseits lassen sich Zentralreihen M und N mit M n D = N n D zu 
Hauptreihen M’ und N’ verfeinern, die M’ n I) = N’ n D erftillen. 
Em wesenthcher Unterschied unseres Hauptergebnisses zum p-Gruppen- 
fall ist, da13 die Nilpotenzklasse eines Amalgams in N+ durch eine 
Zusatzforderung an die Zentralreihen M von A und N von B beschrankt 
werden kann. Wir werden die Zentralreihen M und N gekoppelt nennen, 
wenn sie (1) M n D = N n D und eine Abschwachung von (2’) 
[Mi, M,nD] <Mjti, [IV,, N,nD] < Ni+i, 1 <i, j erfiillen. Unser Haup- 
tergebnis lautet, daf3 zu Gruppen A und B der Nilpotenzklasse hachstens c 
genau dann ein Amalgam der Klasse hochstens c existiert, wenn A und 3 
gekoppelte Zentralreihen der Ltinge c + 1 besitzen. 
Der Grund fur den Unterschied ist wohl darin zu sehen, dat3 eine tor- 
sionsfreie nilpotente Gruppe nach einem Satz von Malzew in eine dividier- 
bare Gruppe derselben Nilpotenzkiasse eingebettet werden kann, wghrend 
bei der Adjunktion von Wurzeln in endlichen p-Gruppcn die 
Nilpotenzklasse im allgemeinen wlichst. Ein weiterer Unterschied besteht 
darin, daB Wurzeln in torsionsfreien niipotenten Gruppen eindeutig 
bestimmt sind, in endlichen p-Gruppen dagegen nicht. So unterscheiden 
sich die Kriterien, die wir in [lo] fiir Amalgame in N, gefunden haben, im 
allgemeinen Fall vom torsionsfreien Fall dadurch, daf.3 gewisse Wurzeln 
von Elementen aus D, die in A und in B existieren, bereits in D hegen und 
dort zusammenfallen miissen. 
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Die Eindeutigkeit der Wurzeln in Gruppen aus N: erklart such unser 
Zusatzkriterium fur die Existenz scharfer Amalgame in N,+ : Ein Element 
dE D, das eine n-te Wurzel in A und in B hat, mu13 bereits eine n te Wurzel 
in D haben, die beiden Wurzeln aus A und B m&en also immer in D 
zusammenfallen. Formal kiinnen wir das in der Form A” n D n B” = D”, 
n 2 1, schreiben, wobei A” die Menge {an 1 a E A} ist. 
Das Amalgamierungsproblem fiir nilpotente Gruppen wurde von 
Wiegold [ 131 erstmals behandelt. Dort wird die Vermutung (7.11) 
aufgestellt, dal3 die Existenz scharfer Amalgame in N nicht durch CIM- 
Kriterien charakterisiert werden kann. Dabei sind CIM-Kriterien 
Gleichungen von Termen, die aus A, B, D, (1) mittels der Operationen 
Multiplikation, Durchschnitt und Kommutatorgruppenbildung her- 
vorgehen. Wiegolds Vermutung wurde in [ 111 mit Beispielen von Gruppen 
aus N bewiesen, die Torsionselemente und Elemente unendlicher Ordnung 
aufweisen, und in [l, 3.91 an Hand von Torsionsgruppen aus N. Dagegen 
lassen sich fur die Klassen der endlichen p-Gruppen, N+ und N,? CIM- 
Kriterien linden, die Cquivalent sind zur Existenz von Amalgamen in der 
jeweiligen Klasse. Fiir die endlichen p-Gruppen wurde ein solches CIM- 
Kriterium bereits von Allenby [ 1, 3.71 angegeben. Im Beweis von Lemma 5 
werden wir mit den drei CIM-Operationen gekoppelte Zentralreihen in A 
und in B konstruieren, und ein CIM-Kriterium fur alle drei Klassen lautet 
dann, da13 diese beiden Reihen bis zur trivialen Untergruppe absteigen. Die 
Zusatzforderungen fur scharfe Amalgame konnen als CIM-Kriterien von 
lokaler Natur angesehen werden. 
Als Anwendung des Hauptergebnisses erhalten wir die Charakterisierung 
der nicht-trivialen Amalgamierungsbasen i  N: . Es sind die torsionsfreien 
Gruppen D, in denen ZD(Di) = Z,. + i ~ i(D), 1~ i < c, gilt, oder anders 
gesagt, in denen die Isolatoren der Gruppen der absteigenden Zentralreihe 
mit den entsprechenden Termen der aufsteigenden Zentralreihe zusammen- 
fallen. Hier ist der Isolator Z,(U) einer Untergruppe U von DEN,+ 
defmiert als die Menge { dE D ) d” E U fur ein n 2 1 } aller Wurzeln von 
Elementen aus U in D. Fur die nicht-trivialen scharfen 
Amalgamierungsbasen i  N: erhalten wir, da0 es gerade die dividierbaren 
torsionsfreien Gruppen sind, in denen die absteigende und die aufsteigende 
Zentralreihe zusammenfallen, formal Di = Z, + , _ i(D), 1 6 i < c. Als 
Amalgamierungsbasen fi.ir N + linden wir die Untergruppen der additiven 
Gruppe Q + von Q. Wir untersuchen such die Frage, ob jede endlich 
erzeugte Gruppe aus N,+ . m eine endlich erzeugte Amalgamierungsbasis 
dieser Klasse einbettbar ist. 
Diese Ergebnisse werden in einer anderen Arbeit dazu benutzt werden, 
fiir die Klassen N,+ und die Klasse der torsionsfreien lokal nilpotenten 
Gruppen die Existenz und Eindeutigkeit von abztihlbaren universellen 
Gruppen mit bestimmten Homogenitltseigenschaften zu erhalten. Univer- 
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sell sol1 in diesem Zusammenhang bedeuten, da13 jede abzahlbare Gruppe 
der entsprechenden Klasse einbettbar ist. Diese Ergebnisse erlauben such 
leicht die Klassifizierung der abzahlbaren existenziell abgeschlossenen 
Gruppen in NT durch die Dimension des Zentrums, was fiir n = 1,2,3 
bekannt ist, und ebenso die Ubertragung von dort bekannten 
Homogenitatsaussagen. 
Zuletzt erhalten wir hier ein Amalgamierungskriterium fiir endlich 
erzeugte nilpotente Gruppen durch eine auf K. A. Hirsch zuriickgehende 
Einbettung solcher Gruppen in direkte Produkte einer endlichen nilpoten- 
ten Gruppe mit einer endlich erzeugten torsionsfreien ilpotenten Gruppe. 
Auf die endlichen Faktoren wenden wir Higmans Kriterium an und auf die 
torsionsfreien unser oben beschriebenes Analogon. Das Kriterium lautet 
daher, daB in A und B zum einen Zentralreihen von A und B bis zu den 
Torsionsgruppen existieren mussen, deren Bilder in den torsionsfreien 
Faktorgruppen dieselbe Zentralreihe auf dem Bild von D induzieren, und 
zum anderen Zentralreihen von A and B bis zu torsionsfreien Nor- 
malteilern von endlichem Index existieren miissen, deren Bilder in den 
endlichen nilpotenten Faktoren wieder dieselbe Zentralreihe auf dem Bild 
von D induzieren. Das direkte Produkt der Amalgame der beiden Faktoren 
enthllt dann ein Amalgam von A mit B iiber D in N. 
Mit der Korrespondenz zwischen dividierbaren nilpotenten Gruppen 
und rationalen nilpotenten Lie-Algebren ergeben sich sofort die folgenden 
Ergebnisse fur die Klasse L, der rationalen nilpotenten Lie-Algebren der 
Nilpotenzklasse hochstens c. 
Zu A, B E L, mit gemeinsamer Lie-Unteralgebra D existiert ein scharfes 
Amalgam genau dann, wenn es gekoppelte Zentralreihen von Idealen M in 
A und N in B gibt. Dabei sollen die Zentralreihen M und N gekoppelt 
heihen, wenn die analogen Bedingungen wie im Gruppenfall erfiillt sind, 
also (1) M n D = N n D und eine Abschwlchung von (2’) [M,, Mjn D] < 
Mi+j, [N,, N,n D] < Ni+j, 1 < i, j. Eine nicht-triviale Lie-Algebra DEL,. ist 
genau dann eine scharfe Amalgamierungsbasis n L,, wenn die ab- und 
aufsteigende Zentralreihe zusammenfallen. 
Mittels der Baker-Campbell-Hausdorff Formel kann auf jeder rationalen 
Lie-Algebra D E L, eine Gruppenstruktur D’ deliniert werden, beziiglich 
der D’ eine dividierbare Gruppe aus N; ist. Dabei bleiben Zentralreihen 
der Lie-Algebra als Mengen betrachtet Zentralreihen der Gruppe, und 
insbesondere bestehen die jeweiligen ab- und aufsteigenden Zentralreihen 
aus denselben Teilmengen von D (vgl. [7], 11.4.2, S. 175). Die neue Grup- 
penmultiplikation wird lokal auf der Ebene der Elemente definiert, so da13 
A’ und B’ zu D < A, B E L, die gemeinsame Untergruppe D’ haben. Fur so 
gewonnene Gruppen folgen die obigen Aussagen aus unseren Ergebnissen 
(Satz 1 und Satz 2). Durch die Invertierung der Baker-Campbell- 
Hausdorff Formel 1lDt sich auf jeder dividierbaren Gruppe GE N,+ eine 
524 BERTHOLD J. MAIER 
rationale Lie-Algebrenstruktur in L,. delinieren, die fur D’ E N,t zu D E L, 
wieder die Ausgangsalgebra D liefert (vgl. [7, 11.4.3, S. 1761. Damit erhalt 
man auf der Seite der rationalen nilpotenten Lie-Algebren die 
beschriebenen Ergebnisse. Da die ijbersetzung nicht fiir alle torsionsfreien 
nilpotenten Lie-Ringe so einfach moglich ist, haben wir unsere Aussagen 
auf den Fall rationaler Lie-Algebren beschrankt. Durch den ijbergang zu 
Tensorprodukten mit Q auf der Seite der Lie-Ringe erhalt man im 
allgemeineren Fall Aussagen iiber Amalgame torsionsfreier nilpotenter Lie- 
Ringe, die denen in N,+ entsprechen. Wir belassen es bei diesen 
Bemerkungen zur ijbertragung der Ergebnisse von N,+ auf L,.. 
Wir stellen den Beweisgang fur das Hauptergebnis kurz dar. In Higmans 
Beweis fur den endlichen p-Gruppenfall wird im Induktionsschritt die Ein- 
bettung in ein Kranzprodukt vorgenommen. Da solche Kranzprodukte aus 
der Klasse NT herausfiihren, ist eine direkte iibernahme dieses Weges 
nicht moglich. ijbrigens sind es die Kranzprodukteinbettungen die die 
Nilpotenzklasse im p-Gruppenfall anwachsen lassen. Der Kerngedanke 
unseres Beweises ist es, sich auf einen Fall zuriickzuziehen, in dem D ein 
Normalteiler von A und B ist und A und B dieselbe Zentralreihe auf D 
stabiliseren. Ein bekannter Satz von Kaloujnine sagt, da13 die 
Automorphismen einer Gruppe, die eine Normalreihe stabilisieren, eine 
nilpotente Gruppe der Klasse (Lange der Reihe - 1) bilden. Dies erlaubt 
uns, zumindest die Operationen von A und B auf D in einer nilpotenten 
Obergruppe von D von richtiger Klasse unterzubringen. Das ist im tor- 
sionsfreien Fall, in dem Wurzeln kein Problem darstellen, der Kern der 
Erweiterungen A und B von D, und das gewiinschte Amalgam l;iBt sich 
daraus leicht gewinnen, wenn A = (D, a ) und B = (D, b ) angenommen 
werden kann. Die ersten Schritte werden gerade dies vorbereiten. 
In Schritt 1 beschranken wir uns auf den Fall endlich erzeugter Gruppen. 
In Schritt 2 stellen wir Zentralreihen M und N mit den Eigenschaften [M,, 
Mj] 6Mj+j, [N,, N,] dN(+j, 1 <i, j< C, zur Verftigung, was bei der 
Anwendung des Ergebnisses von Kaloujnine wichtig werden wird. In 
Schritt 3 gehen wir zu den nach Malzew eindeutig bestimmten dividier- 
baren Hiillen iiber. An dieser Stelle mtissen wir die Forderung nach einem 
scharfen Amalgam zugunsten der Existenz eines Amalgams aufgeben, da 
wir gemeinsame Wurzeln von Elementen aus D in A\D und B\D 
verschmelzen. In Schritt 4 stellen wir A in der Form einer iterierten zer- 
fallenden Erweiterung von D mit zu Q + isomorphen Gruppen (Us)* dar, 
A=(...(D~(a,)*)II...)~(a,)*, und beschranken uns in Schritt 5 auf 
den Fall k = 1, a = a,. Wir kiinnen such B in der Form 
B=(...(D/l(b,)*);l...)l(b,)* mit (b,)* s Q + darstellen und uns in 
Schritt 6 auf den Fall D < Bj = (D, b i,..., b,)* < Bjl(b)* = B beschranken. 
Wir konstruieren dann in Schritt 7 eine Obergruppe F von Bj, auf der 
(a>* und (b)* operieren und dieselbe Zentralreihe stabilisieren. F wird 
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durch wiederholte abwechselnde Anwendungen der Induktionsvorausset- 
zungen fur die Uj und die bj durch Bildung von Amalgamen gewonnen wer- 
den. Die Induktion wird riicklliufig tiber p und v fur die Schichten mit 
(a)*~~~\~~+~ und <b>* t N”\N~ + I gefiihrt, wobei sich der Fall p = c 
oder v = c, in dem (a)* oder (h)* direkte Faktoren sind, sofort ergibt. In 
Punkt 8 kommen wir dann mit dem Ergebnis von Kaloujnine ans Ziel. 
1st M=(A=iUM,a ... >JVM,+,=(l)) eine Zentralreihe einer 
Gruppe A E N,+ , so sol1 stets Mj= (1) fur i > c gesetzt sein. Wird nichts 
anderes gesagt, so sol1 eine Zentralreihe N zu GE NT immer mit N, = G 
beginnen und mit N,, 1 = (I) enden. Eine solche Zentralreihe nennen wir 
Zentralreihe der Lange c + 1. Wir verwenden folgende Schreibweisen fur 
Produkte und Durchschnitte von Reihen. Sei A eine Gruppe, M = (Mi; 
1 g i$ c) und N = (Ni; 1 d i6 c) seien Normalreihen von A und D eine 
Untergruppe von A. Dann schreiben wir MD fur die Reihe (M,D; 
l<i<c), MnD fiir (MinD; f<iiQc), MN fiir (M,N,; l<:idc) und 
M n N fur (M, n Nj; 1~ i < c). Schlie~lich vereinbaren wir, daB bei 
mehrfachen Anwendungen die Produkte vor den Durchschnitten zu bilden 
sind, also z.B. MD n ND = (MD) n (ND). Wir erinnern an die Dedekind- 
Identitat fur Untergruppen einer Gruppe, die besagt, daB ABn C = 
A(Bn C), falls A < C. 
Fur Kommutatoren verwenden wir die iibliche Klammerung von links, 
[a, 6, c] = [[a, b], c]. Ohne Erkl~rungen wollen wir den Kom- 
mutatorenkalkiil benutzen, insbesondre die Abschltzung [U, I’, IV] < 
[ V, W, VIG [ W, U, I’]” von P. Hall fur Untergruppen U, V, W einer 
Gruppe G. 
Die ersten zwei Lemmata zitieren wir aus P. Hal1 [4] (Corollary zu 4.6 
auf S.24 und 4.10 auf S.27). Lemma 2 ist ein Satz von Gluschkow. 
LEMMA 1. Sei A lokal nilpotent. Sind U und V Untergruppen von A, so 
gilt [I( U), I{ V) ] ;ri I( [U, V J ), wobei alle fsoiatoren in A gebildet sind. 
KOROLLAR 1. Sei AEN,t und M=(A=M,> ... >MM,,,,=(l)) eine 
Zentralreihe von A. Dunn ist I( M ) = (I( Mj); 1~ i < c + 1) eine Zentr~~reihe 
von A. Gilt [Mi,Mj]<Mi+j, 1 <i,j<c, so gilt such [II( I(M,)],( 
I(M,+j), 1 <i,j<c. 
Eine Untergruppe U< A heil3t isoliert (in A), falls 1,(U) = U. 
LEMMA 2. Sei A lokal nilpotent. 1st U eine isolierte Unter~rup~e, so ist 
such der Normalisator von U in A isoliert in A. 
KOROLLAR 2. Sei A E Nz und A* die dividierbare Hiifle von A in N,+ . 
Dann ist jeder dividierb~re Normalteiler F von A ein NormaIte~~er von A*. 
526 BERTHOLDJ.MAIER 
Beweis. Es ist F dividierbar, also isoliert in A*. Da N,,(F) nach 
Lemma 2 isoliert ist, folgt aus A &N,,(F), dag A* = Z,.(A) <N,,(F), also 
F-CIA*. 1 
Das nlchste Lemma wird uns die Induktionsbehauptung fur sehr scharfe 
Amalgame liefern. “Sehr scharf’ sol1 heiBen, dab alle Amaigame der 
Faktorgruppen beziiglich der vorgegebenen Normalreihen scharf sind. Im 
Untergrup~nverband besagt das, dab das Distributivgesetz in den 
angegebenen Situationen gilt. 
LEMMA 3. S’ei G < H und gelte M = N n G fiir Norma~reihe~ M van G 
und N von H. Sind U<G und V<H, so gilt NUnNV= N(Un V), falls 
MUnM(Gn V)= M(Un V) und NGnNV=N(GnVV). 
Beweis. Es ist NUnNV=NUnNGnNV=NUnN(GnV). Sei 
N Q H ein Term aus der Normalreihe N und M = Nn G der zughorige 
Term aus der Reihe M = N n G. Dann gilt 
NUnN(GnV)=N(NUnGnV)=N((NnG)UnGnV) 
Die erste zweite und vierte Gleichung folgen mit N d NU, U < G, M < MU 
aus der Dedekind-Identit~t, die dritte und fiinfte Gleichung folgen aus den 
Voraussetzungen. Hiermit ist N U n N V = N ( U n V) gezeigt. 1 
Im folgenden Lemma sammeln wir zwei Moglichkeiten die Dividier- 
barkeit torsionsfreier nilpotenter Gruppen zu zeigen. Es ist ein Spezialfall 
von Baumslag [2, 23.21. Wir geben einen etwas anderen Beweis an. Das 
eingeschrankte Kranzprodukt Q + wrQ + ist die zerfallende Erweiterung 
zweier dividierbarer torsionsfreier abelscher Gruppen und zeigt, da13 die 
Behauptung schon fiir metabelsche Gruppen falsch ist. Der Punkt 2 des 
Korollars geht auf Malzew (vgl. [Z, 14.51) zuriick. Dagegen erscheint der 
Punkt 1 des Korollars Rir No~aiteiler U erst bei War~eld [ 12,4.15]; 
damit wird implizit eine in [2] (nach 15.4) gestellte Frage beantwortet. 
Bekannter ist ein Ergebnis von Kontorowitsch, da13 die Terme der 
aufsteigenden Zentralreihe einer Gruppe aus N,+ isoliert sind und daher 
dividierbar in einer dividierbaren Gruppe in N,C (vgl. [4, 4.81). Letzteres 
wurde such von Malzew und von Tschernikow gezeigt. 
LEMMA 4. SeiGEN,+, N -=I G und U<G. 
( 1) Sind N und Gf N beide dividierbar, so such G. 
(2) Sind N und U beide dividierbar, so such NU. 
Beweis. 1. Seien gE G und n > 0 gegeben. Gesucht ist ein hE G mit 
h” =g. Wir zeigen induktiv, daB es ein h E G gibt mit h” =g modulo 
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NnZ,+l-ie Hier sei (Zi; c >sj 3 0) die aufsteigende Zentralreihe von G. 
Der Fall i = c + 1 liefert dann die Behauptung. (i = 1): Da G/N dividierbar 
ist, existiert ein h E G mit h” = g mod&o N und fiir i = 1 ist N n 2, + 1 _ i = 
Nn Z, = N. (i -+ i + 1): Sei bereits ein h E G gefunden mit h” = gz’ fiir ein 
Z’ENnZ,+,-i. Da N dividierbar ist, existiert ein z E N mit z” = z’-l und, 
da Zc+l-i isoliert ist, gilt z E Nn Z,, , _ i. Wir berechnen (AZ)“. 
(hz)” = h”. Zh”-’ x . . . Xzh-z=h”-z[z,h”-‘] x ... xz[z,h]-Z 
=h”*z”* h [z, hj]“‘=gmod NnZCei. 
j=n-I 
Die letzte Gleichung gilt, da h”z” = gz’z’ - I = g und jeder der Kom- 
mutatoren [z, hj J in N n Z,- i liegt. 
(2) Sind U und N dividierbar, so such UN~N~ U/( Un N) und die 
Behauptung folgt aus 1. fl 
KOROLLAR 3. Sei GE N,+ dividierbar. 
(1) Ist U eine Untergruppe von G, so ist [U, G] dividierbar. 
(2) Die Terme der absteig~~de~ Zentra~~eihe van G sind dividierbar. 
Beweis. Punkt 2 folgt aus 1 nach Definition der absteigenden Zen- 
tralreihe. Zu 1 definieren wir N, = [U, G] und N,, , = [N,, G]. Damit sind 
die Ni Normalteiler von G mit N, s Ni+ i, i 2 2. Wir zeigen durch 
Induktion iiber c+ 1 3 i> 2, da13 Ni dividierbar ist. Fiir i = c + 1 ist 
Ni<GG,+,= ( 1 > und nichts zu zeigen. (i + 1 -+ i 2 2) : Die Faktorgruppe 
Ni/Ni + 1 ist abelsch und wird von den Bildern von Kommutatoren der 
Form [h, g], h E N,_ 1, g E G erzeugt. Da G dividierbar ist, existiert zu g E G 
und n>O ein XEG mit xn=g. Dann gilt [h, g] = [h, x”] = 
[h, x][h, x]” ... [h, x]~-’ = [h, x]” ~~cn-2 [h, x, ~~-~-j][“,~~, also 
[h, g] = [h, x]” modulo N,, , . Daher sind alle Erzeugenden und somit 
such Ni/Ni+ i dividierbar. Nach dem Lemma ist dann Ni dividierbar. [ 
Das nlchste Lemma dient im Hauptsatz zur Vorbereitung des eigent- 
lichen Beweises. Reihen mit den hier bereitgestellten Eigenschaften werden 
bei der Anwendung des Ergebnisses von Kaloujnine benotigt. Die Behaup- 
tung [M,, Mj] < Mi+j, 1 < i,j d c, ist beispielsweise fur die Terme der 
absteigende Zentralreihe einer Gruppe aus N: und nach Lemma 1 fur die 
Isolatoren der Terme dieser Reihe erfiillt. Entsprechend werden wir die 
gesuchten Reihen durch geeignetes Mischen von analog zur zur absteigen- 
den Zentralreihe gebildeten Zentralreihen konstruieren. Dabei werden nur 
CIM-Operationen verwendet. 
DEFINITION. S&d Gruppen D < A,B und Zentra~reihe~ G von A und H 
van B gegeben, dam ~e~ne~ wir G und H gekoppelt, falls 
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(1) GnD=HnD. 
und 
(2) Fiir i=i,+ .. . +i,mitn>l und l=i,<i,, l<k<n,gelten: 
(a) Csij Y-.7 S,] < Gi, wobei 
falls i, = 1 
sonst 
, l<kdn. 
(b) [Sil y...t S,] 6 Hi, wobez 
falls ik = 1 
sonst 
, l<k<n. 
Die Bedingung (2) ist immer erfiillt, wenn [Gi, G,n D] d Gi+i und 
[Hi, HjnDl <Hz+, fur 1 <i, j gelten, und insbesondere, wenn 
[Gi, Gj] < Gi+,, [H,, ffjl dHi+j) 1 G ‘,j. 
LEMMA 5l. Seien D < A, B E NT und seien gekoppelte Zentralreihen G 
von A und H von B der Liinge c + 1 gegeben. Dann existieren Zentralreihen 
M von A und N von B der Ltinge c+l mit MnD=NnD und 
[Mi, Mj] d Mi+j, [N,, Nj] 6 Ni+j, 1 6 i, j. 
Beweis. (1) Wir definieren zunachst induktiv die Reihen K von A und 
Lvon Bdurch K,=A, L,=Bund 
Ki+,=CKi,Al (I CKi+l-rn,LmnDIA, 
m=l 
Li+I=[Li,B] fi [Li+l-,yK,nD)B. 
m=l 
Ki+ 1 und Li+ 1 sind Produkte von Normalteilern, also selbst Normalteiler. 
(2) Ki+l<Kiv Li+,<Li, l<i. 
Induktion iiber i. Fur i = 1 ist nichts zu zeigen. Gilt die Behauptung fur alle 
m < i, so erhalten wir 
K+,=CK, Al fi [K,+,_,,L,nD]A 
m=l 
i-1 
< [Ki-1, A] n [Ki-,, L,nDIA [K,, LinDIA. 
m=l 
* Ich miichte Herrn Dr. F. Leinen fiir den Hinweis auf eine verborgene Beweisliicke in einer 
friiheren fehlerhaften Form des Lemmas danken. 
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Die ersten Terme sind nach Definition gleich Ki und der letzte Term liegt in 
[K,, Lip I n 01” < Ki. Entsprechend folgt such Li+ 1 < Li. 
(3) [Ki, Kj] < Ki+j, CLi, Lj] G Li+j, 1 < i, j. 
Wir beschrlnken uns auf die erste Abschatzung und zeigen sie durch 
Induktion iiber i gleichzeitig fur alle j. Fiir i = 1 ergibt sich die Behauptung 
aus der Definition von Kj + 1. Gilt die Behauptung fiir alle m < i, so erhalten 
wir durch Einsetzen von K,, 1 
CKi+,,KjlGCKi,A,Kjl fi CKi+l-,,LmnD,KjlA. 
m=l 
Fur den ersten Term erhalten wir aus der Induktionsvoraussetzung 
CKi, ‘9 Kjl d CA, Kj, Ki][Kj, Ki, A] < [Kj+,, K;][Ki+j, A] <Ki+j+l. 
Fur jeden der Faktoren in dem Produkt erhalten wir 
wobei wir neben der Induktionsvoraussetzung die Definition von Kj+,,, und 
Ki+ j + r benutzt haben. 
(4) KidGiyL;<Hiy 16i. 
Wir zeigen zunlchst induktiv, daD Ki fur i z 2 enthalten ist in dem Produkt 
der Normalteiler der Form [S,, ,..., S,] mit i, + . . . + i, = i, 1 < n, 1 = 
i, < ik < i sowie S, = A, falls ik = 1, und S, = (L, n D)A sons& 1 6 k 6 n. Fur 
i = 2 gilt die Behauptung wegen K2 = A, = [A, A]. Gilt die Behauptung 
bereits fur alle m < i, so folgt die fur i + 1 sofort aus der Definition von 
Ki+, durch Entwickeln aller Produkte. Entsprechend erhalten wir such, 
da13 Li fur i2 2 enthalten ist in einem Produkt von Normalteilern obiger 
Form mit S, = B, falls i, = 1, und S, = (K, n D)B sonst. Wir zeigen jetzt 
die Behauptung unter 4 durch Induktion iiber i. Fur i = 1 ist wieder nichts 
zu zeigen. Gilt die Behauptung nun fur alle m < i, so erhalten wir fiir einen 
in der Abschatzung fur Ki oben angegebenen Normalteiler, da@ falls ik # 1, 
nach Induktionsvoraussetzung S, = (L, n D)A < (H, n D)A = (G, n D)A. 
Da G und H gekoppelte Zentralreihen sind, ist der obige Normalteiler und 
damit such Ki in Gi enthalten. Ebenso folgt nun die Behauptung fur L, und 
die Induktion ist abgeschlossen. 
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(5) Wir detinieren jetzt die Reihen M von A und N von B durch 
M,=K,(L,nD), Ni=(K,nD)Li, 1 <i. 
Aus der Dedekind-Identitlt folgt dann M n D= (KnD)( LnD) = N n D 
und aus 2 folgen Mi+ r <M,, Ni+ r <IV;, 1 d i. Aus 3 erhalten wir 
CM,9 Mjl G Mi+j3 CNi3 Njl d Ni+j3 1 < i, j, durch Entwickeln der 
Produkte, zum Beispiel 
[Mj, Mj] < [Ki, Kj][Kj, L,n D]” [Lin D, Kjla [L,n D, L,n D]” 
<Ki+j(Li+,nD)=Mi+j, 
wobei die Abschltzungen fur die gemischten Terme aus der Definition von 
Ki+, folgen und zur Abschatzung des L-Terms 
G (Li+,nD) Ki+j 
verwendet wird. Damit sind M und N Zentralreihen, die nach 4 die Lange 
c + 1 haben. B 
Wir bemerken, da13 wir die Voraussetzung, da13 G und H gekoppelte 
Zentralreihen sind, nur beim Nachweis von (4) und damit zum Nachweis 
dafiir gebraucht haben, da13 die durch CIM-Operationen defmierten Zen- 
tralreihen M und N die Lange c + 1 haben. Die Existenz gekoppelter Zen- 
tralreihen G und H ist daher aquivalent zu den CIM-Bedingungen 
h4 E + , = ( 1 ), N,. + r = ( 1). Daher ist die Existenz von Amalgamen in N,+ 
und in N+ nach unserem nun folgenden Hauptergebnis und nach 
Korollar 5 durch ein CIM-Kriterium charakterisierbar. 
SATZ 1. Sei D<A,BEN,+. Ein Am 1 a gam von A mit B iiber D existiert 
genau dann in N,+ , wenn es gekoppelte Zentralreihen M von A und N von B 
der Lange c + 1 gibt. Gilt zusiitzlich A” n D n B” = D” ftir n 2 1, so existiert 
ein scharfes Amalgam. Erfiillen die Reihen M und N such die Bedingungen 
[M,,M,]<1I4,+~und [N,, Nj]<Ni+jfiir l<i,j<c, sola@ sichjeweilsein 
Amalgam mit einer Zentralreihe R finden, die R n A = M und R n B = N 
erfullt. 
Beweis. Die beiden ersten Bedingungen sind notwendig: Sei C E N,+ ein 
Amalgam von A mit B tiber D und R die absteigende Zentralreihe von C. 
Dann sind M = R n A und N = R n B gekoppelte Zentralreihen von A und 
B der Lange c + 1. 1st C dariiber hinaus ein scharfes Amalgam und an = b” 
fiir a E A, b E B, n > 1, so gilt a = b wegen der Eindeutigkeit der Wurzeln in 
C (vgl. [6, 16.2.8]), also a = b E A n B = D und a”E D”. 
Die Bedingungen sind such hinreichend. Seien also gekoppelte Zen- 
tralreihen M von A und N von B der Lange c + 1 gegeben mit 
MnD=NnD. 
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(1) Wir kiinnen annehmen, da13 A und B endlich erzeugt sind. Sind 
A’ und B’ endlich erzeugte Untergruppen von A beziehungweise von B, so 
sind M n A’ in A’ und N n B’ in B’ gekoppelte Zentralreihen. Denn ist 
D’ = (A’ n D) n (B’ n D) die A’ und B’ gemeinsame Untergruppe von D, 
dann ist (MnA’)nD’=MnDnA’nB’=NnDnA’nB’=(NnB’)nD’ 
und ebenso iibertragt sich die zweite Bedingung. Die Voraussetzungen des 
Satzes gelten also fiir die endlich erzeugten Gruppen A’, B’, D’. Gilt 
dariiber hinaus A” n D n B” = D”, n > 1, und ist a” = b” E D’ fiir a E A’, 
b E B’, n > 1, so existiert ein d E D mit an = b” = d”. Wegen der Eindeutigkeit 
der Wurzeln in A und in B folgt a = b = d, also d E (A’ n D) n (B’ n D) = D’. 
Damit gilt in diesem Fall such A”’ n D’ n B’” = D’“. 
Aus der Existenz von (scharfen) Amalgamen in N,+ aller solcher endlich 
erzeugter Untergruppen folgt die Existenz eines (scharfen) Amalgams von 
A mit B iiber D in der in der Pradikatenlogik erster Stufe axiomatisier- 
baren Klasse NT mit Hilfe der modelltheoretischen Diagrammethode oder 
durch Konstruktion eines direkten Limes (vgl. [ 10, Lemma 51). Die 
Aussage iiber die Zentralreihe R formuliert man in der Diagrammethode 
mit Pradikaten fur die Terme der Zentralreihe. Bei der Konstruktion des 
direkten Limes folgt die Aussage iiber die Zentralreihe sofort aus der fur 
die endlich erzeugten Untergruppen, wenn die Einbettungen so gewahlt 
sind, da13 sie such eine Zentralreihe mit den gewiinschten Eigenschaften 
respektieren. 
(2) Gilt fiir die gekoppelten Zentralreihen M und N noch nicht, dal3 
[M,, Mj] <Mi+j und [N,, Nj] <Ni+j fur 1 <i, j<c, so konnen wir mit 
Lemma 5 Zentralreihen mit diesen zusatzlichen Eigenschaften linden. Wir 
erinnern noch einmal an unsere Konvention, nach der M, = A, Mi = ( 1) 
fur i > c und entsprechend N, = B, Ni = ( 1) fur i > c in den Zentralreihen 
M von A und N von B gilt. 
(3) Wir konnen annehmen, sag A, B, D dividierbar und von 
endlichem Rang sind. Nach einem Satz von Malzew (vgl. [6, 17.3.21) 11l.Q 
sich jede Gruppe G aus N,+ in eine bis auf Isomorphie iiber G eindeutig 
bestimmte dividierbare Hiille G* aus N+ einbetten. Bilden wir so A* und 
B*, so sind Z,.(D) und Z,.(D) beides dividierbare Hiillen von D und daher 
isomorph zur dividierbaren Hiille D* von D. Im folgenden werden wir ein 
scharfes Amalgam von A* mit B* iiber D* in N,+ linden. Die gemeinsame 
Untergruppe von A und B in dem Amalgam ist dann gleich (A n Z,.(D)) n 
(B n ZBO)). 
Die Untergruppe (A, B) des Amalgams von A* mit B* iiber D* ist 
daher ein scharfes Amalgam von A mit B iiber D, falls (A nZ,.(D))n 
(B n Z,.(D)) = D. Diese Bedingung ist lquivalent dazu, da13 jedes Element 
aus D, das eine n-te Wurzel in A und eine n-te Wurzel in B hat, nur eine 
einzige solche n-te Wurzel, und zwar in D hat. Denn sind in der ersten 
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Bedingung a E A, b E B und a = F, a” E D, b” E D, so sind a und b Wurzeln 
zu anu?= 6”” ED, so da13 nach der zweiten Bedingung a ED gilt. Sind 
umgekehrt aEA, bEB und a”=b”cD, so ist a=bED*<A*nB* und 
aED nach der ersten Bedingung. Unter der Voraussetzung 
A" n D n B” = D”, n > 1, werden wir also ein scharfes Amalgam von A mit 
B iiber D in N,+ konstruiert haben. 
Wir setzen M:=Z,.(Mi) und NT=l,&N,), 16i<c+l. Nach 
Korollarl sind dann M*=(Mr; l<i<c+l) und N*=(N*; 
1 ,< i 6 C-I- 1) Zentralreihen von A* und von B*, die wieder [MT, Nj*] d 
MF+,, [NT, NF] < ,YF+j, 1 d i, j< c erfiillen. Zum Nachweis, da13 M * und 
N* den gleichen Durchschnitt mit I)* haben, iiberlegen wir, dal3 fiir 
Untergruppen U, I’< A und ihre dividierbaren Hiillen U*, V* in A* die 
Beziehung (Un V)* = U* n V* gilt. 1st zum einen XE (Un V)*, so ist 
x”~UnVfiireinn~l,alsox~U*nV*;istzumanderenx~U*nV*,so 
existieren m, n > 1 mit xm E U und x” E V, somit xmn E Un V und 
XE(Ui-i v)*. Damit folgt M*nD*=(MnD)*=(NnD)*=N*nD*. 
Die Sterne auf der linken Seite bezeichnen die dividierbaren Hiillen in A, 
die auf der rechten die in B, und die Gleichung in der Mitte folgt aus der 
Voraussetzung M AD = N n D wegen der Eindeutigkeit der dividierbaren 
Hiille. 
Im folgenden werden wir ein Amalgam von A* mit B* iiber D* 
konstruieren, so da13 R n A* = M* und R n B* = N* fiir eine Zentralreihe 
R des Amalgams gelten. Daraus folgt dann R nA= R n A*n A= 
M* n A = M und entsprechend R n B = N fiir die in Punkt 2 gewghlten 
Zentralreihen M und N. Damit wird such die letzte Behauptung gezeigt 
sein. 
1st GENT, so schreiben wir zur Vereinfachung im folgenden U* statt 
I&U) fur Untergruppen U von G*. Weiter wollen wir eine Zentralreihe R 
einer dividierbaren Gruppe GE N;f glatt nennen, falls die Ri alle dividier- 
bar sind und [R,, Rj] 6 Ri+j, 1 6 i,j< c erfiillen. 
(4) Wir konstruieren im weiteren Verlauf ein scharfes Amalgam von 
A mit B iiber D unter den zusltzlichen Voraussetzungen, da13 A, B, D 
dividierbar und von endlichem Rang sind, und daD M n D = N n D fiir 
glatte Zentralreihen M von A und N von B gilt. Da die M, fiir 
1~ p ,( c + 1 dividierbar sind, ist jede Faktorgruppe h&,/&f, + I dividierbar 
torsionsfrei abelsch von endlichem Rang und die Untergruppe 
(DnM,)M,+lIM,+l ist ein direkter Faktor. Wir wahlen nun Elemente 
a,,..., a,EMfi\Mp+l, so dab 
(ii,)* x *.. 
M,IM, + 1 
x (ii, ) *, wobei zj = ajM, + 1 
=(DnM,)M,+lIM,+lx 
und (tiJ) * den zu Q + isomorphen 
Isolator von (aj) in M,/M,+ 1 bezeichnet. Wahlen wir solche Elemente 
a,, . . . . ak beginnend mit der Faktorgruppe MC/M,+ 1 fortlaufend fiir alle 
Faktorgruppen MJM, + 1, c>~~cl,undsetzenA~=D,A’=(A’-‘,aj)*, 
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1 <j < k, so liegt (ai)* bis auf die 1 in einer Schicht M,\M, + , fur ein ~1 
mit 1 <p < c, die Gruppe A’ ist gleich der zerfallenden Erweiterung 
A’=Aj-‘2(aj)* und Aj/Aj-‘~(c?,)*gQ+. Bis auf bei (ai)* hzeichnen 
die Sterne die dividierbaren Hiillen in A. Entsprechend wahlen wir in B 
beginnend mit der Schicht N,\N, + 1 Elemente bl ,..., b,, so da0 fur B” = D 
und Bi=(Bi-‘,bj)*, l<j,<m, dann (bj)*cN,\N,+, bis auf die 1 fur 
ein v mit l<v<c, Bj=Bj-‘IZ(bj)* sowie BjIBj-‘~(bjN,+I)*~Q+, 
1 <j<m. 
(5) Durch Induktion iiber die Schicht ~1 mit aj E MQ\Mfl+ 1 und eine 
weitere Induktion iiber die Anzahl der Elemente aus {ai ,,.., ak} in 
M,\M, + I konstruieren wir ein Amalgam C von Al mit B iiber D, so da13 
RnA’=MnA’ RnB=N und RA’nRB=RD 
fur eine glatte Zentralreihe l? von C gilt. Die Gleichung R A n R B = RD 
besagt dann, da13 fur jedes i= l,..., c + 1 die Faktorgruppe C/R, unter der 
kanonischen Identilizierung ein scharfes Amalgam von 
A/M,= A/(R,n A)sARi,‘Ri mit B/N, = B/(R, n B) s BRJR, 
iiber L+‘(L) n Mi) = D/(l) n Ri n A) z DRi/Ri enthllt. Der Fall i = c + 1 ist 
gerade die Aussage, dal.3 C ein scharfes Amalgam ist. 
(5.1) Induktionsanfang. ,U = c+ 1, j= 0. Es ist A0 = D und wir set- 
zen C = B, R = N. Dann gilt R n D = N n D = M n D nach Voraussetzung 
und RDnRB=RD, da D<B. 
(5.2) Fiir den Induktionssch~tt p + 1-+ h geniigt es ausgehend von 
einem Amalgam C von A’ mit B iiber D wie oben ein Amalgam C’ von 
Aj+ ’ mit C iiber A’ zu konstruieren, so da13 fiir eine glatte Zentralreihe R’ 
von C 
RtnA’+’ = M nA’+‘, R’nC=R, und R’,,f’+l n R’C= R’A’, 
Denn dann ist R’nB=R’nCnB=RnB=N, und nach Lemma3 gilt 
RfAi+ln R’B= R’(Aj+l nB)=R’D, wenn dort G=C, H=C’, M=R, 
N = R’, U = B und V = Aj+ ’ gesetzt werden. 
Wir konnen daher ohne Beschrankung A’+ ’ = A = DA (a) * annehmen. 
(6) Durch Induktion iiber v = c+ I,..., 1 und die Anzahl der 
Elemente aus (b 1 ,..., b, 1 in der Schicht N,\N, + I konstruieren wir jetzt ein 
Amalgam C von A = DL (a} * mit Bj iiber D, so daD 
RnA=M, RnBj=NnB’, und RAnRBj=RD 
f& eine glatte Zentralreihe R von C gelten. Der Induktionsanfang v = c + 1 
folgt wie in (5.1). Wie in (5.2) ergibt sich, dab wir fur den Induktionsschritt 
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v+l-+vundj-+j+l nun B=Bj~(b)*annehmenkijnnenundfiirein C 
wie eben ein Amalgam C’ von C mit B iiber Bj konstruieren miissen, so 
da13 
R’nC= R, R’nB=N, und R’Cn R’B = R’B’ 
fiir eine glatte Zentralreihe R’ von C’ gilt. Dabei diirfen wir die 
Induktionsvoraussetzungen fur p + 1 und fur y + 1 benutzen. 
(7.1) Wir betrachten die Gruppe BJ etwas genauer. Es ist 
BJ= (D, b, ,..., b,)* mit b ,,..., bj E N,. Somit gilt Bj< DN, und mit 
E’ = Bjn N, <N, ist Bj= Bjn DN, = D(Bjn N,) = DE’. Wir kiinnen E’ 
als eine Untergruppe von B ansehen, die die Untergruppe D < B so abrun- 
det, dab (b ) * auf DE’ = Bj 4 (Bj, b ) * operieren kann. Stellen wir 
Gruppen als durchgezogene Rechtecke dar, so haben wir folgende 
Situation. 
Wir setzen p=D, G’=pJ,(a)* (=A), S’=M. Weiter sei 
F’=FE’(=DE’=B’), G’=F’A(b)*(=B), S’=N. 
(7.2) Wir wollen fur i > 2 induktiv dividierbare Gruppen G’, F’, E’ 
und glatte Zentralreihen S’ von G’ mit folgenden Eigenschaften 
konstruieren. 
G’ ist ein Amalgam von G’- ’ mit F’- ’ i.iber Fip 2 in N:. 
G’ = F’A( a) * fur gerades i und G’ = p;1( b ) * fur ungerades i. 
F‘=F‘-‘E’und Ei<Shj,, wobeif(2j)=jp+jv,f(2j+l)=jp+jv+v fur 
j30 und Si=(Gi=S~~S~> ... ASP+,=) vereinbart sei. 
Wir vergriil3ern also jeweils die Gruppe F’- ’ = DE’ . . . Eip ’ urn die 
Gruppe E’, so dal3 abwechselnd (a)* und (b)* in G’ auf p = F’- ‘E’ 
operieren kiinnen. Der Unterschied zwischen F’-’ und F’, der sich in der 
Untergruppe I?< SAci, ausdriickt, wird immer kleiner, da E’ in immer 
hiiheren Termen der Zentralreihe S’ liegt. Fur geniigend groBes i ist 
E’= (1) und F’ ist eine Gruppe, auf der sowohl (a)*, als such (b)* 
operieren. Dieser ProzeI3 kann wie folgt veranschaulicht werden, wenn 
Rechtecke und Trapeze Gruppen symbolisieren. 
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‘1 Ei-l , Ei= <,>I/ 
(7.3) Die Gruppen der Stufen 0 und 1 sind bereits deliniert. Wir 
zeigen jetzt, wie man die Gruppen der Stufe i erhllt, wenn G’-*, F’-*, F- ’ 
und die glatten Zentralreihen S’-* von G’-* und S” n F” von F-l 
mit Sip2 n F’-* = S’- ’ n F’-* gegeben sind. Diese Voraussetzung ist such 
fur i = 2 erfiillt. Wir beschranken uns auf den Fall i gerade und geben die 
wichtigsten Abweichungen fur ungerades i in Klammern an. 
Die Gruppe G’ sei ein Amalgam in N: von G’-*=F’-*L(a)* (bzw. 
Gi-*=F’-*~(b)*) mit F’~‘=F’-*E’~l iiber Fip *. Dieses Amalgam 
existiert fiir i>2, da Ei-‘<S&ll) mit f(i-l)=jp+jv+v>v fur 
i - 1 = 2j + 1 > 1 nach Induktionsvoraussetzung fur v (bzw. p fur ungerades 
i, daf(i-l)=jp+jv>p fur i-1=2j>l). Fur i=2 ist E’<St und wir 
erhalten G*, wie in Punkt (6) beschrieben wurde, durch eine Induktion 
iiber die Anzahl der Elemente aus {bi,..., b,} in der Schicht N,\N,+ i, 
deren Induktionsanfang die Induktionsvoraussetzung fur v + 1 ist. Wir 
erhalten such eine glatte Zentralreihe S’ von G’ aus der jeweiligen 
Induktionsvoraussetzung, so da13 
SinGi-2=Si-2, SinpI =Si-lnFi-1 und SiGi-2nSipl =sip-2 
(7.4) Wir zeigen, wie man daraus F’ und E’ mit den Eigenschaften 
in 7.2 gewinnt. Wegen G’-* =F’-*A(a)* und F’-*< F’“‘-’ kiinnen wir 
G’ = (F’- ‘, a ) * annehmen. Wir setzen 
F’= ((F’-l)G’)*= (j’-l, [F’-‘, Gil)*= (J+-‘, [f-‘-l, (f’-‘, a)*])* 
und betrachten zunachst [F’- ‘, (F’-‘, a)]. Hierftir gilt 
p-1, (F-l, a)] <F‘-l[~i-l, (a)] =,i-l[~i-Q-1, (a)] 
=F’-‘[E’-‘, (a)]~Fi-‘[S~~,~,,,S~] 
~F’-lS~(i-l)+~=Fi-lS~~i), 
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da f(i-l)+p=jp+jv+v+p=f(i) fur i-l =2j+ 1 und i=2(j+l). 
(Fur ungerades i erhalten wir an dieser Stelle 
da f(i-l)+v=jp+ju+v=f(i) fur i-1=2j und i=2j+l.) Nach 
Lemma 4 ist F- iSiCiJ eine dividierbare Gruppe, so dal3 nach Lemma 1 
such [F’-‘, (J’--‘, a)*] QF’-‘S~~,, und damit Fi<FiplSiC,,. Setzen wir 
nun E’= Fin ,S$Ci), so ist F.= F’- ‘E’ nach der Dedekind-Identitat, E’ d Sf(,, 
und E’ ist dividierbar. 
(7.5) Wir zeigen noch F’n (a)* = (l), woraus wegen 
G’= (F’- I, a)* und F.-‘<F’a G’ und Lemma4 dann G’=F’A(a)* 
folgt. Es ist 
= Fip ‘S;cij n G’-*SJ-~,, A Go = Fi- *S& n Go 
=F’-2(SS(,,nG’~2)r\Go=Fi~2Sf.(,:nGo 
<F’p2S+;12,nGo< .‘. <pSfol,,nG’= DMfc2,, 
wobei wir nach dem angegebenen Prinzip i solange urn 2 vermindern bis 
wir bei i= 0 anlangen und dann F = D und So = M einsetzen. Es ist 
f(2) = p + v > p + 1, so dal3 wir jetzt 
Fn(a)*$DJ4fc2,n(a)*<DM,+, n(a)*=(l) 
erhalten, da (aM, + 1 ) * % Cl? + nach Wahl von a einem direkten Kom- 
plement von (D n M,) M,+ ,/M,+ , und such von DM,, ,/M,+ 1 in 
AIM, + I liegt. Hiermit ist die Induktion iiber i abgeschlossen und (7.2) ist 
gezeigt. 
(7.6) Es ist S’n A = M fur gerades i und S’n B = N fur ungerades 
i. Wir zeigen den ersten Fall. Fur i = 0 gilt So = M nach Definition. Gilt 
nunbereitsS’-2nA=M,sofolgtSinA=SinGi~2nA=Si-2nA=M. 
(8.1) Wir wahlen jetzt ein gerades i mit f(i) > c. Dann gilt 
J#?,<$,~,= (1). Wir setzen F=I;‘=F’-’ und S=SinF=Sip’nF. Es ist 
such G’= Fil(a)* und G’-’ = Fil(b)*. 
Nach einem Ergebnis von Kaloujnine (vgl. [6, 16.3.21) ist die Gruppe @ 
der Automorphismen von F, die die Zentralreihe S stabilisieren, eine 
nilpotente Gruppe der Klasse hochstens c - 1. Eine Zentralreihe van CD 
wird durch T = (T,; 1QrQc) mit T,={c$EA~~F][S,,~]<<,+, fur 
1 < t 6 c}, 1 < r < c gegeben, wobei dann T, = @ und T, = ( 1) ist. Weiter 
gilt CT,, T,l < T,,, fiir 1 <r, s < c. Da @ eine Reihe der torsionsfreien 
Gruppe F stabilisiert, ist @ torsionsfrei. Daher ist die zerfallende 
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Erweiterung F@ = FA@ E N,f und eine Zentralreihe von F@ wird zum 
Beispiel durch ST = (S, T,; 1 z$ r si c + 1) gegeben (vgl. u.). Urn zu zeigen, 
dal3 d, dividierbar ist, betten wir DQI nach dem erwlhnten Satz von 
Malzew in eine dividierbare Gruppe (F@)* E N,C ein. Dann ist die dividier- 
bare Untergruppe F nach Korollar 2 ein Normalteiler von (F@)*, so da13 
die Elemente aus @* als innere Automorphismen von (F@)* auf F 
operieren. Nach Lemma 1 gilt fiir die dividierbaren Normalteiler S, dann 
cs,, @*I G cs,, @I* G z+ 1, 1 < t C c, so dab @* < Q, nach Definition von 
@, und Q, ist dividierbar. 
Wir zeigen, dal3 such dieT,., 1 < r < c, dividierbar sind, T also eine glatte 
Zentralreihe von @ bildet. Sei # s T,., n 2 1 und @ E @ mit $” = 46. Zu zeigen 
ist II, E T,. Fur 1 d t < c gilt nach Lemma 1 
also Ic/ E T,. Wir betrachten nun die Reihe ST von F@. Fiir 1 $ r < c + 1 ist 
S, T, eine nilpotente zerfallende Erweiterung dividierbarer Gruppen und 
somit dividierbar nach Lemma 4. Weiter gilt 
C&T,, S,TtI d Es,, SACS,, TtlETr, S,lCT,, T,l 
GX+*Tr*tt l<r,t<c+f, 
so da13 ST eine glatte Zentralreihe von F@ ist. 
(8.2) In G’= F’A(a> ist a EM, nach Induktionsvoraussetzung fur p 
und in G’- ’ = F’- ‘A(b) ist b E N, nach Induktionsvoraussetzung fiir v. 
Nach (7.6) gilt dann a E Si und b E St- ‘, so daB fur 1 < t < c jewcils 
[S,,a]~[S:,S:](7F~SS:+.nF=S,+. 
und 
Bezeichnen wir die von a und b auf F induzierten inneren Automorphismen 
durch a beziehungsweise durch p, so gilt also a E T, und #I E T,. 
(8.3) In @ konnten a oder fl trivial sein oder zusammenfallen. Dem 
begegenen wir, indem wir H= F@ x U x VE N,+ mit zu Q + isomorphen 
Gruppen U = <u ) * und V = (v )* setzen. Dann konnen wir die Einbet- 
tungen 0: G’ + H und 0’ : G’- ’ -+ H detinieren durch 
(d) 8 = x(au)s fiir xa”eG’=FA<a)* mit XEF,SEQ+ 
und 
(XbS) 6’ = x@v)” fur xb”EG’-‘=FA(b)* mit XEF,:SEQ+. 
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Nach Wahl von tl und /I sind 8 und 8’ Homomorphismen und offen- 
sichtlich sind die Abbildungen such injektiv. Wir halten fest, dab 13 r F= 
0’ 1 F = idF. Daher ist A isomorph zur Untergruppe on( au)* und B ist 
isomorph zur Untergrup~ Bjl@u)*, wobei a auf au und h auf PO 
abgebildet werden, und wir kiinnen A mit D( au) * und B mit BJ( flu> * 
identifizieren. Da D, Bj < F, folgt hieraus, dal.3 H ein Amalgam von A mit B 
iiber L) in N,f enthHlt. Wir zeigen jetzt noch, da8 das Amalgam sehr scharf 
ist und die gewiinschte Zentralreihe besitzt. 
(8.4) Wir delinieren eine Reihe Y von H durch 
S,T,UV fiir 1 d r < minfp, v) 
S,TrU fur v<r<,u 
Y, = 
S,T,V fur p<rGv 
l<rQc+l, 
3, Tr fiir max(p, v) < r < c + 1, 
wobei hiichstens einer der beiden mittleren Falle auftritt. Nach 8.1 ist Y wie 
ST eine glatte Zentralreihe, da die Faktoren U und V beide dividierbar 
und zentral sind. Wir zeigen: dab YnA=lW, YnB=N und 
YA n YB = YD. Damit ist dann die Induktionsbehauptung aus (6) fur v 
gezeigt und der Beweis ist abgeschlossen. 
Zur ersten Behauptung ist Y, n D( cm} * = kf# fiir 1 d r < c + 1 zu 
zeigen.Ist l~r$~1,sogiltcr~T,6T,und (au)*<SS,7’,U<YY,,soda13 
Y,nD(au)*=(Y,nD)(au)*=(S,nD)(au)*=(M,nD)(au)*. 
Andererseits gilt (a)*<M,dM,, so dal3 M,=M,nD(a)*= 
(M,nDKa)* und somit M,tl=(M,nD)(au)*. Fiir p<r<c+l ist 
DY,n (a~)* < FT, Vn (au)* = (1), daher 
und somit Y, n A = Y,. n D = S, A D = M, n D. Nach Definition des 
Elements c1 ist M, < Mp+, 6 D, so daBY, n A = M, = M,B folgt. Analog 
zeigt man die zweite Behauptung. 
Fiir die dritte Behauptung unterscheiden wir dieselben zwei Fllle. Falls 
1 < r < ~1, ist (au) * < Y, und wir erhalten 
Y,An Y,B= Y,D(au)*n Y,B= Y,Dn Y,B= YrD. 
Falls p<r<cfl, ist (au)*n Y,Bg (au)*nF@V= (l}, woraus 
Y,A n Y,B= Y,D((au)* n Y,B) = Y,D folgt. 1 
Wir isolieren noch eine im Verlauf des Beweises gezeigte Behauptung. 
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Wir nannten die Zentralreihe M einer dividierbaren Gruppe glatt, wenn 
die Mi dividierbar sind und [Mi, Mj] 6 Mj + j, 1 < i, j, erftillen. 
KOROLLAR 4. Seien D < A, 3 EN,+ alle dividierbar und seien M und N 
glatte Zentralreihen von A beziehungswe~se van B mit M n D = N n D. Dunn 
existiert ein scharfes Amalgam CE N,t von A mit B iiher D, so da@ 
R n A = M, R n B = N und RA A RB = RD fur eine glatte Zentralreihe R 
von C gelten. 
Beweis. Wir verfahren wie in Satz 1. In Punkt 1 des Beweises kann man 
bei der Diagrammethode such die schlrferen Aussagen iiber R mittels der 
Pradikate fiir die Terme der Zentralreihe ausdriicken. Die Punkte 2 und 3 
kiinnen nach den Voraussetzungen iibersprungen werden und die Behaup- 
tung folgt aus der in Punkt 5. 1 
Wir schwachen jetzt die Forderung an die Zentralreihen etwas ab und 
lassen dafiir eine hiihere Niipote~lasse im Amalgam zu. Dieses Resultat 
ist das Analogon zu Higmans Satz iiber Amalgame endlicher p-Gruppen 
ca 
KOROLLAR 5. Seien D z$ A, BE N,+ und Zentralreihen G von A und Ii 
von B der Lange c + 1 mit G n D = H n D gegeben. Dann existiert ein 
Amalgam von A mit B iiber D in Ng-,, und zwar mit einer Zentralreihe, die 
bis auf ~iederho~ungen auf A die Reihe G und auf B die Reihe H induziert. 
Beweis. Wir delinieren Zentralreihen M von A und N von B durch 
Einschalten geniigend vieler Wiederholungen in G und in H. Wir setzen 
Mi=Gm+ 1 und N,=H,,,+, fur Zm-l <i<22”, O<m. 
Damit sind M und N Zentralreihen der Lange 2’- ’ + 1 und offensi~hlich 
gilt such M n D = N n D. Allgemein gilt Mi 2 G, + I, falls id 2”. Sind nun 
i>j gegeben und ist 2’“-’ < i< 2”, so erhalten wir [M,, Mi] = 
CGm+l, Mj] < G, + z < M, +j, da i +j < 2” + ‘. Ebenso gilt such [ Ni, N,] < 
Ni+i, 1 G i,j. Damit sind M und N gekoppelte Zentralreihen der Lange 
2’- 1 + 1 und die Behauptung folgt aus Satz 1. m 
Die hier angegebene Schranke 2’-’ fiir die Nilpotenzklasse des 
Amalgams ist nicht fur alle c die bestmiigliche. Allerdings ist sie optimal fur 
c = 2. Fur c = 3 11Bt sich das Amalgam mit Nilpotenzklasse drei linden, wie 
such in [9] bemerkt wurde. Haben G und H ntimlich Lange 4 und erfullen 
G n D = H n D, so sind G und H schon gekoppelte Zentralreihen, wie man 
leicht nachrechnet, und erfiillen somit die Vorausse~ungen von Satz 1. 
Fiir c>4 kann das Amalgam unter obigen Voraussetzungen im 
allgemeinen icht mehr mit Nilpotenzklasse c gefunden werden. Seien dazu 
A und B die freien Gruppen in den Erzeugenden a, b beziehungsweise c, d 
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von Nilpotenzklasse zwei beziehungsweise drei. Wir wollen die zentrale 
Untergruppe D = ( [a, h] ) von A mit der Untergruppe D = (c} von B in 
einer nilpotenten Gruppe amalgamieren. In A wahlen wir die Zentralreihe 
G = (A, D, (1 ), (1 ), (1)) und in B wahlen wir die Zentralreihe H = 
(B, B, B,, B3, ( 1) ). Dann sind G und H Zentralreihen der Lange 5, die 
G n D = H n D erfiillen. Nach Korollar 5 existiert ein Amalgam C von A 
mit B iiber D der Nilpotenzklasse hijchstens acht. Da 1 # [d, c, c] E 
[B, A,, A,] < C,, ist C nicht nilpotent der Klasse vier. Die Reihen G und 
H sind nicht gekoppelt, da [B, H, n D, H, n D] # ( 1) = H,. 
Als eine erste Anwendung erhalten wir eine Charakterisierung der 
Amalgamierungsbasen i  N;t und in N +. 
SATZ 2. (1) Eine torsionsfreie Gruppe D # (1 ) ist genau dann eine 
scharfe Amalgamierungsbasis in NC? , wenn D dividierbar ist und 
Di=Zr+,~i (D), 1 < i < c, das he&, wenn D dividierbar ist und die ab- und 
aufsteigende Zentralreihe von D zusammenfallen. 
(2) Eine torsionsfreie Gruppe D # (1) ist genau dann eine 
Amalgamierungsbasis in N,f , wenn I,( Di) = Z,. + , ~ i(D), 1 6 i d c, das he@, 
wenn die Isolatoren der Terme der absteigenden Zentralreihe mit den 
entsprechenden Termen der aufsteigende Zentralreihe zusammenfallen. 
(3) Bis auf Isomorphie ist Q + die einzige nicht-triviale scharfe 
Amalgamierungsbasis in N + und die Untergruppen von Q + sind die 
Amalgamierungsbasen in N f. 
Der Punkt 1 liefert einen neuen Beweis dafiir, da13 die ab- und 
aufsteigende Zentralreihe einer existenziell abgeschlossenen Gruppe in N: 
zusammenfallen, da aus allgemeinen ijberlegungen bekannt ist, da0 diese 
Gruppen scharfe Amalgamierungsbasen sind. Der Punkt 3 ist das etwas 
verscharfte Analogon zu Higmans Ergebnis ([S], Corollary l), daB in der 
Klasse der endlichen p-Gruppen Amalgame iiber zyklischen Untergruppen 
immer existieren. Die Aussage, daI3 die Amalgamierungsbasen i dieser 
Klasse genau die zyklischen p-Gruppen sind, scheint offen, aber plausibel 
zu sein. 
Beweis. (1) Die Bedingungen sind hinreichend. Es gilt D E NT. Seien 
nun A, B 2 D in N: gegeben. Falls fiir die Terme der absteigenden Zen- 
tralreihen von A und B die Gleichungen Ai n D = Bin D, 1 < i < c, gelten, 
so folgt die Existenz eines scharfen Amalgams von A mit B tiber D in N,+ 
aus Korollar 4. Nun ist aber 
AinD<Z,+,_i(A)nD,<Z,+,Pi(D)=Di<BinD 
und genauso B, n D < Ai n D. 
Die Bedingungen sind notwendig. Wegen der Existenz einer dividier- 
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baren Hiille zu D in N,+ und der Eindeutigkeit der Wurzeln folgt, dal3 die 
scharfe Amalgamierungsbasis D dividierbar sein mu& In 1)~ N,f gilt 
Dj< Z,, i- j(O), 1 <i< c + 1. Angenommen es gibe ein m mit 
% s &+I--m (D) und sei m G c maximal mit dieser Eigenschaft. Dann ist 
D m+l=Zc-,,,(D) und, da D, und Zc+l-m (D) dividierbar sind, existiert 
ein de Z C+ i -,(D) mit D, n (d) = ( 1). Wir definieren zwei Zentralreihen 
M und N von D durch 
und 
M-= 
i i 
(Di,d)* fiir 1 %i<m 
Di fiir m<i<c+ 1 
fiir 16iGm 
fiir m<i<c+ 1. 
Wir wahlen U=U(c+l,~)~N~, die Gruppe von oberen 
Dreiecksmatrizen mit Koeffizienten aus a;9 und Einsen auf der 
Hauptdiagonalen, a E U, _ ,\ U,,, und b E U,\ U, + , . Wir wollen Amalgame 
A von D mit U iiber (d) = (a) und B von D mit U iiber (d) = (b) in 
N,+ linden. Dann ist D keine Amalgamierungsbasis fiir N,+ , da in N,+ kein 
Amalgam von A mit B iiber D existiert. In einem Amalgam C E N: wiirde 
ngmlich d~B,nD~C,nD~ZZ,+l~,(C)nD~ZZ,+,~,(A) gelten, was 
im Widerspruch steht zu d=a$U,=Z,+,-,(U)>Z,+l-,(A)n(d). 
Die Existenz von A und B folgt aus Satz 1, wenn wir fur die absteigende 
Zentralreihe I? von U zeigen k&men, dal3 M und R beziiglich (d) = (a) 
gekoppelt sind und N und R beztiglich (d) = (b). 
Die erste Bedingung M n (d) = R n (a) und N n (d) = R n (b ) folgt 
sofort aus den Definitionen. Fiir die zweite Bedingung ist jeweils der Teil, 
der sich auf I? bezieht, klar, da R die absteigende Zentralreihe von U ist. 
Wir zeigen nun die zweite Bedingung an N, die fur M zeigt man Ihnlich. 
Fur n> 1, l=i,<i,<i fur l<k<n mit i,+ .*. +i,=i ist 
[S, ,,..., S,] <Ni zu zeigen, wobei S, = D, falls ik= 1, und S, = 
(N, n (d))” sonst, 1~ k d n. 
Wir behaupten, da13 sogar [Si,,..., S,] < Di gilt, woraus die obige 
Behauptung wegen Di d Ni, 1% id c + 1, folgt. Wir fiihren eine Induktion 
tiber n und nehmen an, es gelte bereits [S, ,,..., Sin-,] G D?, wobei 
i’=i,+ * *. f i, -, gesetzt ist. Dies ist such beim Induktionsanfang n = 2 
der Fall, da i, = 1 nach Voraussetzung. Es folgt nun [S, ,..., S,] < 
CD,, S,] . Falls i, = 1, ist S, = L) und wir konnen wegen i = i’ + 1 die rechte 
Seite sofort auf Di abschgtzen. Falls i, > 1, ist S, = (lv, n (d) )“. Nach 
Definition von N ist S,=(l), falls i,>m, und sonst 
Sin=(d)D<Z~+l-, (D). Wir kiinnen uns also auf den Fall i, d m 
beschrinken und erhalten daftir 
542 BERTHOLD J. MAIER 
Das Gleichheitszeichen gilt nach Wahl von m und die letzte Abschatzung 
folgt aus m + i’ > i, + i’ = i. 
(2) Die Bedingung ist hinreichend. Wegen der Eindeutigkeit der 
dividierbaren Htille in N,+ , geniigt es zu zeigen, dal3 die dividierbare Hiille 
D* eine Amalgamierungsbasis t, da man fiir alle Gruppen A, B 3 D in 
N: zu den dividierbaren Hiillen A* und B* iibergehen kann und in beiden 
D* vorlindet. Wir haben Dib (D*), < (D;)* nach Lemma 1 und daraus 
(D*)i= (Di)*, da die (D*)i, 1 < i< c + 1, in der absteigenden Zentralreihe 
von D* dividierbar sind. Andererseits gilt such Z,(D*) = (Z,(D))*, 0 < i < c 
(vgl. [3], 17.3.1). Da ZD(Di) = Z,.+, pi(D), 1 6 id c, nach Voraussetzung, 
erhalten wir 
(D*);=(D;)*=(ZD(Di))*=(Z,,+,-;(D))*=Z,.+I_i(D*), 16idc. 
Also ist D* nach Punkt 1 eine Amalgamierungsbasis n NT. Geht man 
wieder zur dividierbaren Hiille D* von D iiber, so sieht man die Notwen- 
digkeit der Bedingung genau wie in Punkt 1, da aus ZD(Di) # Z,, , ~ i(D) = 
~D(Z,,,-, (D)) dann (D*)i#Z,+,pi(D*) folgt. 
(3) Es geniigt, die erste Behauptung zu zeigen, da die zweite wieder 
durch Ubergang zu den dividierbaren Hiillen folgt. Da8 die Bedingung 
hinreichend ist, sieht man mit Hilfe von Korollar 5. Man hat lediglich 
geeignete Zentralreihen der beiden Obergruppen von Q + am Anfang und 
am Ende so zu verlangern, daI3 Q + bis zum selben Term in den beiden 
Zentralreihen liegt und dann nicht mehr. 1st die Klasse der beiden 
Obergruppen c beziehungsweise c’, so lindet man auf diese Weise ein 
Amalgam der Klasse hijchstens 2c+C’--2. Wir zeigen noch die Notwen- 
digkeit der Bedingung. Eine scharfe Amalgamierungsbasis in N+ ist 
dividierbar. 1st D @ (1 ), Q+ und dividierbar in N+, so enthllt D/D, eine 
zu Q+xQ+ isomorphe Untergruppe. Wir linden daher Normalteiler M 
und N von D und Elemente a E N\M und b E M\N, so da13 
D/MEQ+ SD/N. Mit Ergebnissen in [S] (Satz (1 + 2)‘, S.2151 und 
Satz 3.3, S.2178) erhalten wir Obergruppen A und B von D in N+, so da13 
[hi, a] = b mit hi EA und [h:, b] = a mit /Z:E B. Dann existiert kein 
Amalgam von A mit B iiber D in N+, da (a, b ) # ( 1) in jedem Term der 
absteigenden Zentralreihe jedes Amalgams liegt. Somit ist eine dividierbare 
Gruppe D & ( 1 ), Q + keine Amalgamierungsbasis in N +. 1 
Nach Punkt 3 des letzten Satzes kann eine endlich erzeugte Gruppe D aus 
N+, die keine Amalgamierungsbasis t, nicht in eine endlich erzeugte 
Amalgamierungsbasis fiir N + eingebettet werden. Wir zeigen aber die 
Existenz von Obergruppen, die die Amalgamierung beziiglich einer 
vorgegebenen Gruppe absichern. Darunter wollen wir ftir eine 
Gruppe D E N+ eine Obergruppe D# > D in N+ verstehen, so da13 fur alle 
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A, BE N+ mit gemeinsamer Untergruppe D # ein Amalgam iiber D-nicht 
notwendig iiber Dx-in N + existiert. Die Existenz solcher Obergruppen 
zeigen wir such in den Klassen N: , in denen die weitergehende Frage nach 
der Existenz endlich erzeugter Obergruppen, die Amalgamierungsbasen 
sind, offen bleibt. LHl3t man die Forderung, daI3 die Obergruppe endlich 
erzeugt sein ~011, fallen, so existieren in N;t Obergruppen, die 
Amalgamierungsbasen sind, in der Form von existenziell abgeschlossenen 
Gruppen oder, konstruktiver, als direkter Limes der endlich erzeugten 
Gruppen D<D#<(D#)#< .... Wir betrachten hier die abgeschwlchte 
Fragestellung, da die Existenz einer solchen endlich erzeugten Obergruppe 
Dx > D, die die Amalgamierung fur die endlich erzeugte Gruppe D 
absichert, fur manche Anwendungen, zum Beispiel die in der Einleitung 
genannten, ausreichend ist. 
Wir nennen eine Zentralreihe isoliert, falls jeder ihrer Terme eine isolierte 
Untergruppe ist. 
SATZ 3. (1) Zu jeder endlich erzeugten Gruppe DE NT existiert eine 
endlich erzeugte Obergruppe D# B D in N,? , so daJ jede isolierte Zen- 
tralreihe von D # der Lange c + 1 die Zentralreihe (Zo( D,); 1 < i < c + 1) auf 
D induziert. 
(2) Ist DEN+ endlich erzeugt und M eine isolierte Zentralreihe von 
D mit zyklischen Faktoren sowie [M,, Mj] d IM~.+~, 1 d i, j < c, dann 
existiert eine endlich erzeugte Obergruppe D# > D in N+, so dab jede 
isolierte Zentralreihe von D# die Reihe M auf D induziert. 
(3) Sind D<D# wie in 1 oder 2 gewiihlt, so existiert zu allen 
Obergruppen A und B von D’ in N,+ beziehungsweise in N+ ein Amalgam 
von A mit B iiber D in N,+ beziehungsweise in N +. 
Beweis. (1) Sei D E N: endlich erzeugt. 1st T die Torsionsgruppe des 
c-ten nilpotenten Produkts D(c)X von D mit der unendlich zyklischen 
Gruppe X= (x), dann setzen wir D #=D(c)X/T.EsistD<D”EN,+ und 
D# ist endlich erzeugt. Wir betrachten D und X als Untergruppen von D#. 
Wir zeigen die Behauptung tiber die isolierten Zentralreihen von D# 
zunachst fur die aufsteigende Zentralreihe von D#. Die Inklusionen 
ID(Di)GZc+I-i (D# ) n D, 1~ i < c, gelten wie in jeder Gruppe D" 2 D in 
N,+. Es gelten such die umgekehrten Inklusionen. 
Sei dazu d$ I,(Di) gegeben und sei m maximal mit dE Zb(D,). Dann ist 
also m<i und ZD(Dm+l)n (d)= (1). Sei U= U(c+l, Q) die Gruppe 
von oberen Dreiecksmatrizen wie in Satz 2 und a E U,\ U,,, + 1. Wahlen wir 
in D die Reihe M der Isolatoren der absteigenden Zentralreihe und in U 
die absteigende Zentralreihe R, so ist leicht zu sehen, daB M und R gekop- 
pelt sind beziiglich (d) = (a ). Also existiert nach Satz 1 ein Amalgam A 
von D mit U iiber (d) = (a) in NT. Weiter konnen wir annehmen, da13 
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aEU,=ZCtlpm (U) so gewahlt ist, da13 [a, h,..., h] # 1 fur ein geeignetes 
Element b E U, das im Kommutator (c -m)-ma1 steht. Da m < i6 c, ist 
c-m > 1. Da D eine Untergruppe von A ist, erhalten wir nun einen 
Homomorphismus von D# nach A, der D identisch und x auf b abbildet. 
Dann mu13 insbesondere das Urbild [d, x ,..., x] von [a, b ,..., b] von 1 
verschieden sein, und d $ Z, _ ,(D # ) 2 Z,. + , ~ ;( D# ) ist gezeigt. 1st nun M 
eine isolierte Zentralreihe von D # der Lange c + 1, so ist M, = D”, 
M C+l = (1) und es gilt Z,+(D”)<MidZ,+,pi(D#), 1 di<c. Hieraus 
folgt Z,(D,)<M,~TD~Z,+,~~ (D#)nD=Z,(D,), 1 <iQc, nach dem 
Vorangehenden, also M, n D = ZD( Di), 1 < i< c. Es ist offen, aber 
plausibel, da13 eine lhnlich wie D# gebaute Gruppe D+ sogar 
ZD+(D+)=Z,+,-; (D + ), 1 < i < c, erfiillt und somit eine Amalgamierungs- 
basis in N+ ist r . 
(2) Fiir D und M wie in der Voraussetzung kijnnen wir a, ,..., a,. ED 
finden mit M,=(a, ,..., a,), l<i<c, M,=D, M,+,=(l) und 
Mi = Mi+ i A(a,), 1~ i < c. Wir zeigen die Behauptung durch Induktion 
iiber c. Falls c = 0 oder c = 1, setzen wir D # = D. Wir konnen nun 
annehmen, dal3 zu M2 eine Obergruppe GE N + existiert, in der jede 
isolierte Zentralreihe die Zentralreihe M A Mz = (M,; 2 d i d c + 1) auf M, 
induziert. 
Wir konstruieren zunachst eine Obergruppe H von D, so da13 ein Term 
einer Zentralreihe von H, der a, nicht enthalt, ganz M, enthllt. Sei dazu 
D’=Dx (b2)x ... x (b,) mit unendlich zyklischen Gruppen (bi), 
2<i<c, sowie Ei= (ei,fi) und E(= (el,f\), 26i<c, freie Gruppen in 
N: in den angegebenen Erzeugenden. In D’ delinieren wir eine Zen- 
tralreihe R durch R, = D’, R2 = (M2, b2,..., b,) und Rj= MI-, fiir 3 <j< 
c + 2. Offensichtlich induziert R auf D die Reihe M, auf (a,, b, ) die Zen- 
tralreihe (a,, b,) > (bj) > (1 ) und auf (b,, a,) die Zentralreihe 
(bj,aj)b(aj)3(l), 2djdc. 1st D’dDipl~N+ bereits deliniert, so 
tinden wir zunachst ein Amalgam D’ EN + von Dip ’ mit E, iiber 
(a,, bi) g (e,, [ei,fi]), wobei a, mit ei und bi mit [ei,fi] identifiziert 
werden, und dann ein Amalgam D’ E N + von D’ mit El iiber ( bj, ai) z 
(ei, [el, f :I), wobei bj mit ei und ai mit [ei, f I] identifiziert werden. Die 
Existenz der Amalgame folgt in beiden Fallen aus Korollar 5, wenn man 
eine geeignete Zentralreihe von E, beziehungsweise E,! durch 
Wiederholungen erglnzt. Wir erhalten damit such eine Zentralreihe auf D’, 
die die Reihe R auf D’ induziert. Wir setzen nun H= D”. 1st S eine Zen- 
tralreihe von H und SE S maximal mit a, 4 S, so gilt fur 2 < i < c zum 
einen bj= [ei,fi] = [a,,fi] ES, da a, zentral modulo S ist, und dann ui= 
[el,x] = [bj,fl] ES, da S ein Normalteiler ist. Daher gilt M,<S. 1st S 
isoliert, so folgt aus u,#S, da13 (a,)nS= (1) und damit SnD= 
SnMM,(u)=M,(Sn(u,))=M,. 
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Wir bilden nun ein Amalgam L)” E N + von G mit H iiber M,. Solch ein 
Amalgam D # existiert nach Korollar 5, da einerseits jede isolierte Zen- 
tralreihe von G die Reihe M n M2 auf M2 induziert, und andererseits in H 
nach Konstruktion eine geeignete Zentralreihe die Reihe R auf D’ und 
damit die Reihe M n M, auf M, induziert. 
Wahlen wir in D# eine isolierte Zentralreihe S, so werden auf G und auf 
H isolierte Zentralreihen induziert. Nach dem fur H> D eben gezeigten 
beginnt die von S auf D induzierte Reihe mit D 2 Mz und nach Wahl von 
G > iMz wird auf Mz die Reihe M A Mz induziert. Damit induziert S auf I) 
die Reihe M. 
Der letzte Schritt in diesem Beweis zeigt, wie Amalgame bei einer 
Induktion nach dem oberen Ende einer isolierten Zentralreihe in 
natilrlicher Weise eingehen. Bei einer Induktion nach dem unteren Ende 
stiinde man hingegen vor dem Problem der Ausdehnung einer zentralen 
Erweiterung auf eine griil3ere Faktorgruppe. Dies konnte fur endliche p- 
Gruppen mit Kranzprodukten erreicht werden, in N + ist diese Frage aber 
noch wenig erforscht. 
(3) 1st DEN: endlich erzeugt, D# 2 D wie in 1 gewahlt und D < D# < 
A, BE N,+ , so induzieren die Isolatoren der absteigenden Zentralreihen von 
A und von B isolierte Zentralreihen der Lange c + 1 auf D# und damit 
nach 1 auf D die Isolatoren der absteigenden Zentralreihe von D. Diese 
Reihen sind gekoppelt. Daher existiert ein Amalgam von A mit B iiber L) in 
Na nach Satz 1. 
1st D E N + endlich erzeugt und L) # 2 D zu einer geeigneten Zentralreihe 
M von D wie in 2 gewihlt, so folgt wie eben, da13 die aufsteigenden Zen- 
tralreihen beliebiger Obergruppen A, B von D” in N+ auf D die Reihe M 
induzieren. Somit existiert ein Amalgam in N+ nach Korollar 5, da wir die 
Reihen auf A und B durch Wiederholungen so erglnzen kiinnen, daB 
einander entsprechende Terme denselben Durchschnitt mit D haben. 1 
Zu DEN+ gewinnt man eine Reihe M mit den in Punkt 2 genannten 
Eigenschaften zum B&spiel durch Verfeinern der Reihe aus den Isolatoren 
der absteigenden Zentralreihe oder such wie im Beweis von Korollar 5 
ausgehend von einer beliebigen Reihe G mit torsionsfreien zyklischen 
Faktoren. 
Nach einem Ergebnis von K. A. Hirsch (vgl. [3], 2.1) la& sich jede 
endlich erzeugte nilpotente Gruppe in ein direktes Produkt einer endlichen 
nilpotenten Gruppe mit einer endlich erzeugten torsionsfreien nilpotenten 
Gruppe einbetten. Wir konstruieren im folgenden Satz Amalgame solcher 
Gruppen durch Amalgame der beiden Faktoren. Da die Nilpotenzklasse 
fur Amalgame endlicher p-Gruppen noch nicht kontrolliert werden kann, 
erhalten wir nur die Aussagen in der Klasse N aller nilpotenten Gruppen. 
SATZ 4. Fiir endlich erzeugte Gruppen D < A, B E N sind 2quivalent: 
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(1) Es existiert ein Amalgam von A mit B iiber D in N. 
(2) Sei TA die Torsionsgruppe von A und T, die Torsionsgruppe volt B. 
Es gibt torsionsfreie Normalteiler von endlichem Index, FA in A und Fs in B, 
sowie Zentralreihen 
M ’ in A von A nach T, und N T in B von B nach T,, 
M F in A von A nach FA und NF in B von B nach F,, 
sodaJMTnD=NTnDundMFnD=NFnD. 
In Punkt 2 sol1 die Reihe M T “von A nach TA” mit A beginnen und mit TA 
enden. 
Beweis. (1 -+ 2). Sei CE N ein Amalgam von A mit B iiber D. Ohne 
Beschrankung kann C= (A, B) endlich erzeugt angenommen werden. 
Dann existiert in C ein torsionsfreier Normalteiler F von endlichem Index. 
Weiter bezeichne T die Torsionsgruppe von C. Wir wahlen in C eine Zen- 
tralreihe R T von C nach T und eine Zentralreihe RF von C nach F und set- 
zen MT=RTnA, NT=RrnB sowie MF=RFnA, NF=RFnB und 
schiel3lich F, = Fn A, FB = Fn B. Dann ist MT eine Zentralreihe in A von 
A nach Tn A = TA und MF ist eine Zentralreihe in A von A nach FA und 
entsprechend NT von B nach T, und NF von B nach Fs. Weiter gilt 
MTnD=RTnD=NTnDundebenso MFnD=RFnD=NFnD. 
(2 + 1). Die Gruppe A/T, ist torsionsfrei und A/F, ist eine endliche 
nilpotente Gruppe. Da TA n FA = (1 ), ist A kanonisch in A/T, x A/F, 
eingebettet. Entsprechend haben wir such B in B/T, x B/F, eingebettet. 
Betrachten wir die letzten Terme der Reihen MT und NT, so erhalten wir 
aus der Voraussetzung TA n D = T, n D, und das ist nach Definition von 
TA und Ts gleich der Torsionsgruppe To von D. Entsprechend gilt 
FA n D = F, n D und dies ist gleich einem torsionsfreien Normalteiler Fn 
von endlichem Index in D. Daher konnen wir D/T, in kanonischer Weise 
als Untergruppe von A/T, und BIT, ansehen und ebenso D/Fn als 
Untergruppe von A/F, und B/F,. Fur die Zentralreihen M TTA = MT von 
A/T, und N TT, = N T von B/T, gilt 
MTnDT,=(MTnD) T,E(MTnD) T, 
=(NTnD) T,z(NTnD) T,=NTnDT,, 
wobei “E” fiir die kanonische Identifizierung steht und die erste und letzte 
Gleichung Anwendungen der Dedekind-Identitat sind. Damit sind die 
Voraussetzungen von Korollar 5 erfullt und es existiert ein Amalgam von 
A/T, mit B/T, iiber D/T, in N+. 
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In Higmans Satz iiber Amalgame endlicher p-Gruppen [S) 133t sich mit 
einem leicht modilizierten Beweis “Hauptreihe” durch “Zentralreihe” erset- 
zen. Da jede endliche nilpotente Gruppe in das direkte Produkt ihrer p- 
Sylowgruppen zerfallt, erhalten wir mit der Argumentation wie eben ein 
Amalgam von A/F, mit B/FB iiber D/FD in N, wenn wir das direkte 
Produkt von Amalgamen aller p-Sylowgruppen bilden. Das direkte 
Produkt des torsionsfreien und des endlichen Amalgams enthllt dann iiber 
die oben beschrie~nen Einbettungen ein Amalgam von A mit B iiber D 
in N. 1 
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